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BB In questo capitolo studieremo i vettori, oggetti che lo studente cono-
sce gia, almeno negli aspetti basilari, ad esempio per le innumerevoli appli-
cazioni in fisica.

Dopo aver introdotto diverse importanti definizioni, impareremo a calcolare le componenti cartesia-
ne di un vettore e le sue componenti rispetto a una determinata retta.

Affronteremo quindi I'algebra dei vettori, introducendo le diverse operazioni e le relative proprieta:
la somma di vettori, il prodotto di un vettore per uno scalare, cioé per un numero, che non va con-
fuso con il prodotto scalare tra due vettori, e infine il prodotto vettoriale tra vettori.

Grandezze A Come sappiamo, vi sono delle grandezze, come la lunghezza di un seg-

scalari mento, la massa di un corpo, un intervallo di tempo, 'energia, ecc., che ri-

e grandezze sultano completamente definite quando se ne conosce la misura rispetto a

veHoriali una prefissata unita: esse sono individuabili per mezzo di un numero, detto
scalare; tali grandezze sono percio dette grandezze scalari.

Vi sono invece delle grandezze, come uno spostamento, una velocita, una forza, ecc., che non sono
rappresentabili da un solo numero, ma da un numero, da una direzione e da un verso. Per esempio,
quando si vuole individuare lo spostamento effettuato da un punto mobile A, non basta conoscere il
numero di metri percorsi da A, ma occorre sapere anche la direzione lungo la quale si ¢ mosso e, su
tale direzione, il verso di percorrenza.

L’ente che individua contemporaneamente tutte queste grandezze ¢ detto vettore e percio le grandez-
ze di questo tipo sono dette grandezze vettoriali.

BET Per rappresentare geometricamente un vettore si ricorre di solito a un
segmento orientato, avente direzione e verso uguali a quelle del vettore da
rappresentare e lunghezza che, rispetto a una prefissata unita, ha misura
uguale alla misura della grandezza vettoriale da rappresentare.

Definizione di
vettore

E percio evidente che due segmenti orientati aventi uguali lunghezza, direzione e verso devono rap-
presentare un medesimo vettore.

Per tale motivo, prima di definire con maggiore rigore il concetto di vettore, premettiamo la seguente
definizione.

IBY Se AB e CD sono segmenti orientati paralleli, congruenti ed equiversi, si dice che essi sono equi-
pollenti.

Si conviene inoltre che tutti i segmenti nulli, ossia quelli aventi il primo e il secondo estremo coinci-
denti, siano tra loro equipollenti.

La relazione di equipollenza tra segmenti orientati, com’¢ facile verificare, gode delle proprieta:

a) riflessiva: ogni segmento orientato ¢ equipollente a se stesso;

b) simmetrica: se AB ¢ equipollente a CD, allora CD ¢ equipollente ad AB;

¢) transitiva: se due segmenti orientati sono equipollenti a un terzo, essi sono equipollenti tra loro.

L’equipollenza & dunque una relazione d’equivalenza definita nell'insieme dei segmenti orientati di un
piano o dello spazio.

—_—
B Sia AB un segmento orientato dal punto A al punto B. Si chiama vettore AB 'insieme di tutti i
segmenti orientati (di un piano prefissato o dello spazio) equipollenti ad AB.
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Piu precisamente, potremmo dire che il vettore AB ¢ la classe di equivalenza, modulo la relazione di
equipollenza, cui appartiene il segmento orientato AB.

In altre parole, se AB e CD sono due segmenti paralleli, congruenti ed equiversi, ossia equipollenti,
essi definiscono lo stesso vettore e possiamo quindi scrivere

— =
AB = CD

Un vettore si pud rappresentare mediante un segmento orientato, il cui verso sara indicato da una

freccia, come nella figura 1, dove ¢ rappresentato il vettore AB. Naturalmente lo stesso vettore
puo essere rappresentato da qualunque altro segmento orientato equipollente ad AB.

Per indicare un vettore senza fare riferimento agli estremi di

un particolare segmento orientato, useremo una lettera minu- B
scola, in corsivo, con una freccia sovrapposta, ad esempio . 7

Nella figura 1, per esempio, & rappresentato il vettore

7 = AB. Tnoltre il vettore AB puo anche essere indicato Fioora 1
con il simbolo B — A (si legge B meno A). rgurd

Consideriamo in un piano, su cui sia stato fissato un riferi-

mento cartesiano, i punti A(=1; 3), B(2; —1), C(—4; 1), 4
D(~1; —3). AP
Come si puo facilmente verificare, i segmenti orientati AB C ____L_\l\ 5

. . L. N . -5 =g 1
e CD sono equipollenti e percio si puo scrivere AB = CD AN Y =
(fig. 2). -3

D Figura 2

I La definizione di vettore appena data puo essere compresa pit facil-
mente se si osservano alcune analogie con la definizione di numero razionale.
Ricordiamo che la relazione “rappresentare lo stesso quoto”, definita nell’in-
sieme delle frazioni, ¢ anch’essa, come la relazione di equipollenza tra segmenti orientati, riflessiva,
simmetrica e transitiva: €, cioé, una relazione di equivalenza. 1'insieme di tutte le frazioni aventi lo
stesso valore di una frazione data costituisce un nuovo ente, detto #umero razionale. Allo stesso mo-
do, I'insieme di tutti i segmenti orientati equipollenti a un dato segmento orientato costituisce un

. 3 6 . . .. 3 6
nuovo ente, detto vettore. Scrivendo 173 non facciamo che asserire che le frazioni 7 e ¢

identificano lo stesso numero razionale; analogamente, se AB e CD sono segmenti orientati equipol-

Osservazione

_— ==
lenti, scrivendo AB = CD affermiamo che questi due segmenti identificano uno stesso vettore.

Abbiamo detto che un vettore ¢ costituito da una classe di equivalenza di segmenti orientati equipol-
lenti. Rappresentando un vettore con un particolare segmento della classe, fissiamo un punto di ap-
plicazione (I’estremo iniziale del segmento), ma scegliendo un segmento diverso della stessa classe
cambiera il punto di applicazione. Sottolineiamo quindi che u# vettore non é vincolato al suo punto
di applicazione.

—
Modulo B ) Si dice modulo di un vettore 7" = AB la misura della lunghezza

di un vettore. del segmento AB rispetto a una prefissata unita di misura.

Vettore nullo.

é . . . . . .
Il modulo del vettore 7 = AB si indica indifferentemente con uno dei se-
Versore

guenti simboli

N —
v e |ABl [B-A
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Osserviamo che, in base alla definizione data, #/ nzodulo di un vettore é sempre un numero reale non
negativo, cio¢ ¢ v > 0.

E anche evidente che puo risultare » = 0 solo se il vettore 7" = AB ¢ rappresentato da un segmento
di lunghezza nulla: cio puo accadere se e solo se i due estremi A e B coincidono. Poiché si ¢ conve-
nuto di considerare equipollenti tutti i segmenti nulli (paragrafo 3), essi definiscono un unico vettore,
detto vettore nullo.

.. . . N —_ . .
Il vettore nullo si indica con 0 e si ha percio 0 = AA, per qualsiasi punto A.

Y Un vettore di modulo unitario, diretto e orientato come un dato vettore 7, & detto versore del
H
vettore 7.

. H . . .
I3 Sia 7" = AB un vettore e sia 7 una retta orientata (figura 3, tenendo

Componente . .

di un vettore presente che AB e r non sono necessariamente complanari).

Tl Consideriamo un segmento orientato A;B;, equipollente ad AB, avente il
—

una retta primo estremo A; sulla retta r: sara 7" = AB = AB;.

Sia B, la proiezione ortogonale di B;

—_—

su . 1l vettore A;B,, che ha la stessa direzione di 7, & detto
. —

vettore componente di v secondo la retta r.

Se ¢ ¢ I'angolo formato da A; B; con la direzione positiva del-
la retta 7, il modulo del vettore A;B, sara uguale a |v cos ¢|.

Il numero

r
v, = cos P (1)
¢ detto componente di 7" secondo . Figura 3

S . .. — < L. N
E evidente che, essendo » sempre positivo per un vettore v non nullo, v, sara positivo quando ¢ &
acuto e sara negativo quando ¢ € ottuso; v, sara nullo quando p = 90°.

Notiamo che se 5 ¢ una retta orientata parallela ed equiversa a r, essendo in tale caso v, = v cosp, e
Vg = v COSp;, CON @, = (py, S avra

vy =1,

Infine, chiameremo componente di un vettore v’ rispetto a un vettore w, la componente di " secondo

una qualsiasi retta parallela al vettore 7/ e avente lo stesso orientamento. Ovviamente, se ¢ ¢ I'angolo
- = e R

convesso formato da v e o/, la componente di 7’ rispetto a 1 ¢ data ancora dalla (1).

Sia V un vettore di modulo v = /3, che forma con la direzione positiva della retta orientata r
5 5 o = N
un angolo di 150°. La componente di V' secondo r sara allora

3 3
V, = V COS 150°:\/§<—§) = e

Osservazione. D’ora in poi chiameremo angolo formato da un vettore AB con una retta orientata 7
'angolo convesso formato da r e da un segmento orientato A1 By, equipollente ad AB e avente ['estre-
mo Aj su r. Analogamente, si puo definire 'angolo formato da due vettori come I'angolo formato dal
primo vettore con una retta orientata, parallela ed equiversa al secondo vettore e passante per il pri-
mo estremo del primo vettore. Si noti che tale definizione € valida anche se i due vettori sono rap-
presentati da segmenti orientati non complanari.
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Componenti cartesiane di un vettore

Componenti 4 Sia o un prefissato piano su cui sia fissato un riferimento cartesiano.
cartesiane Consideriamo I'insieme dei vettori del piano «, ossia i vettori rappresentati
e e iore da segmenti orientati che giacciono su tale piano.
3
.1 ' . — e 1.
nel piano 21 Si dicono componenti cartesiane del vettore 7', e si indicano con v, e v,

le componenti di v secondo, rispettivamente, I'asse x e I'asse y.

H . . . . . . . .
Seé¢ v = AB eseisegmenti A B; e A>B, sono, rispettivamente, le proiezioni del segmento orientato
b b ~ . . . . .
AB sull’asse delle x e sull’asse delle y, ¢ facile rendersi conto (fig. 4) che i vettori A1B; e A;B, sono,

—
rispettivamente, i vettori componenti del vettore AB secondo I'asse delle ascisse e secondo I'asse del-
le ordinate; si ha quindi

Uy = XB — X4; vy = Y8 — YA (1)

Apl

O X X X -3 O 2 X
A B Figura 4

Per identificare un vettore mediante le sue componenti cartesiane, scriveremo anche
V= (vx5 Uy)
Infine, si conviene che il vettore nullo abbia le componenti cartesiane entrambe nulle
0=(0;0)
Sia V = ﬁ?), dove A(2; 1), B(—3; 3). Determiniamo le componenti cartesiane del vettore v

(fig. 4).
Applicando le (1) si ha

vw=-3-2=-5 v, =3-1=2

Possiamo quindi scrivere V' = (=5 2).

Osservazione . 8 B2 importante osservare ,

che le componenti cartesiane

di un vettore 7’ non dipen- e ¢
dono dalla scelta del segmento che rappresenta 7. T\\
Infatti, come si potrebbe dimostrare con semplici 3;]2 N [ 1D
considerazioni di geometria elementare, due segmenti N | !
orientati AB e CD, sono equipollenti se e soltanto se L ',Bi :
(fig. 5) ! L :

O =xa XB XC XD X
XBp—XA=Xp—Xc N YB—Y4=)D—)cC

Figura 5
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La definizione di componenti cartesiane data prima ¢ percio indipendente dal segmento orientato
scelto per rappresentare 7. D’altra parte, se i vettori AB ¢ CD hanno le stesse componenti, per
quanto detto sopra, AB e CD sono equipollenti, percio

AB = CD. Dunque un vettore puo essere identificato y

mediante le sue componenti cartesiane.
Se ¥ = (vx; vy) & un vettore noto mediante le sue P
componenti, ¢ facile determinare un segmento orienta-
to che lo rappresenti. Se indichiamo con O I'origine de-
gli assi cartesiani e con P il punto di coordinate

—
(vx; vy), si ha che le componenti di OP coincidono

con quelle di 7', percio 7" = OP (fig. 6). 0 Vx X
Figura 6

7 7 11 5
Kl Sono dati i punti A(1; 2), B(3; 1), C<? ; ?>, D<T ; ?>. Dopo aver verificato che i

segmenti orientati AB e CD sono equipollenti, calcolare le componenti cartesiane dei vettori
—_— =
AB e CD.

Calcoliamo i coefficienti angolari mag e mcp delle rette AB e CD.

Si ha che
5 7
o ye—ya 1-2 1 _Yo—yc 2 2 1
mAB_XB—XA_3—1_ 2’ mCD_XD_XC_i_l_ 2
2 2

Dunque, poiché msg = mcp, i due segmenti sono paralleli.
Calcoliamo ora le misure dei due segmenti

[AB| = /3~ 1) +(1 - 27 = V5: |@|=\/(%—§)2+(§—§>2:£

| due segmenti percio sono congruenti.
Poiché, com’e facile constatare, il verso da A a B del primo segmento € concorde con il verso
da C a D del secondo segmento, i due segmenti sono anche equiversi.

. LY . . . . . . =4 —=
Possiamo percio concludere che essi sono equipollenti e quindi si ha AB = CD.
. . . . —_
Calcoliamo le componenti cartesiane di AB. Esse sono

Xg—xa=3—-1=2; ve—ya=1—-2=—1
. . ._)
Le componenti cartesiane di CD sono
o x 11 7_2. 5 7 1
D c=7 5~ < YD YC—2 5 =

N . . . =4 —_= . . LN . .
Com’e ovvio, le componenti di AB e CD coincidono, percio possiamo scrivere
— —
AB=CD=(2; -1) y
Rappresentare con un segmento orientato il vet-
tore V' di componenti (=3 ; 2).

Sia P(=3; 2) e O(0; 0). Si ha vV = OP (fig. 7).

|
|
|
— |
|
|
|

=3 O X
Figura 7
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Modvulo K1 Sia 7" = AB un vettore di un piano (fig. 8). Per determinare il modulo
e direzione di 7', possiamo ricorrere alla formula della distanza tra due punti nel piano
di un vettore cartesiano:

v= \/(xB —xa)’ + (98— 94)’ (2)

Ricordando che le componenti di 7" sono
Uy =XB—=XA5; Uy =Y)B—JDA

si ottiene, sostituendo queste nella (2)

v=/vi+02 (3)

Questa formula ci consente di calcolare il 70dulo di un vet-
tore di cui siano note le componenti cartesiane.

Per determinare I'angolo orientato ¢ formato dal vettore 7" con la direzione positiva dell’asse delle
ascisse, che conveniamo essere compreso tra 0 e 27, osserviamo ancora la figura 8, da cui, ricordando
la definizione di coseno e seno dell’angolo orientato ¢, deduciamo che

Figura 8

» v
cos<p:% sengoz;y (4)

L’angolo ¢ ci permette di individuare la direzione e il verso del vettore 7.

Viceversa, se del vettore 7’ sono noti il modulo » e I'angolo ¢ da esso formato con la direzione po-
sitiva dell’asse delle x, dalle (4) possiamo calcolarne le componenti:

UVe=VCOSP vy =vSsen )

Infine, osserviamo che le (4) non sono applicabili quando ¢ v = 0. Percio si conviene di lasciare in-
determinati direzione e verso del vettore nullo.

Determinare il modulo del vettore vV = (=3 ; v/3) e I'angolo ¢ da esso formato con la dire-
zione positiva dell’asse delle x.

Dalla (3) si ha v =+v9 + 3 = 2V/3.

cos p = = V3
23 2
Dalle (4) si ottiene 2v3 — ¢ =150°
sen p = _\/§ _ L
T3 2

Determinare un vettore W di modulo w = 5, parallelo ed equiverso al vettore V = (1; —2).

Poiché i due vettori W e V formano con la direzione positiva dell’asse delle ascisse lo stesso
angolo ¢, dalle (4) otteniamo

08 1 — . B sen = W
e T T Ty
W, 1 0% -2
Poiché & v =1/1+ (=2)> = /5, si ha che =~ = ——; =Y. = — = da cui si ricava wy = V/5,
w, = —2+/5. Percio il vettore cercato & W = (v/5; —2v/5).
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Determinare le componenti del vettore V' di modulo

51/2, sapendo che forma, con la direzione positiva del- y
|’asse delle x, un angolo di 225° (fig. 9).
225°
Applicando le (5) si ha = (N
O X

I
I
2
vX=5\/§coszzs°:5\/§.<—§>:—5 Y
I
I
2
v, = 5v/2 sen 225° = 5/2 - V2N YA )
2 o 5
Percido V = (=5; =5). Figura 9

Componenti [ 10| Se 7 = (vx; v)) ¢ un vettore del piano xOy, che_forma un angolo v
cartesiane con la direzione positiva dell’asse delle x, il suo versore 7 sara un vettore di
e orordi modulo unitario, che forma con I'asse orientato delle x lo stesso angolo ¢.
un vettore dato | Percio, applicando le (5) del paragrafo precedente con w = 1, otteniamo

Wy = Cos ; wy = sen ¢ (6)

Per le (4) del paragrafo precedente, applicate al vettore 7', si ha
X _ cos ©; D sen @ (7)
v v
e quindi, confrontando le (6) con le (7), possiamo concludere che
Oy vy
W=7, Wy=2, (8)

cioe: le componenti cartesiane del versore di un vettore dato sono uguali al rapporto tra le componenti
cartesiane omonime di tale vettore e il suo modulo.

Kl Determinare le componenti cartesiane del versore del vettore V = (4; —3).

4 3
Sihav=4/42+ (—3)2 = 5. Percio il versore di V' ha per componenti (E ; —?)

. R 5 12 .
Un vettore vV ha modulo v =13 e il suo versore & W = <_ﬁ o ﬁ) Determinare le
componenti di V.
. . . 5 12
Conoscendo le componenti cartesiane del versore, si conosce cos ¢ = g eseny =

Dalle (5) si ha quindi

Otteniamo cosi V = (=5; 12).

Componenti IEER 1 considerazioni svolte nei paragrafi precedenti, dal 7 al 10, per i vet-
cartesiane di tori in un piano, si possono facilmente estendere ai vettori nello spazio, in cui
un vettore nello | sia prefissato un riferimento cartesiano. Naturalmente, per individuare un vet-

. . . —>
spazio tore nello spazio sono necessarie tre componenti: " = (vy ; vy ; ;).
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Riassumiamo i principali risultati, lasciando al lettore il compito di completare le dimostrazioni.

—
a) Componenti cartesiane. Se 7 = AB ¢ un vettore dello spazio, le sue componenti cartesiane saran-
N0 Uy = XB — XA; Uy = VB — Y45 V; = 2B — 24 Ossia

H
U= (xp—X4;YB—Y4; 2B —24)

b) Modulo. Se ¢ V' = (v, ; v ; v.), il modulo di 7" ¢ v =, b2 + 02 402,

¢) Versore di un dato vettore. Detto i il versore di un vettore v = (v, ; vy ; v,), si ha
(o vy vy
w= <— P —) ©)

KB Determinare le componenti e il modulo del vettore 7=_B), essendo A(—3;5;2) e
B(=5;8; 1).

e v ==0=(=t==L v == =0wn=1=2==I.

Percio @ V = (—2; 3; —1) einoltre v = \/(—2)2 +324 (1) =14,
Determinare un vettore di modulo 15, parallelo ed equiverso al vettore

V=(4;-1;2V2)

Dai dati del problema, detto U il vettore da determinare, si ha

u=15 e v=\/42+(—1)2+(2\/§)2=5

Inoltre essendo U e V paralleli ed equiversi, per la (9) avremo

Vi Uy vy Uy V; U cios 4 uy _1_uy 2\/§_uz
v u’ v u’ v u 5 15’ 5 15’ 5 15
da cui

Pertanto il vettore cercato & U = (12; —3; 6v/2).
Determinare il versore W del vettore V = (—v/2; —v/5; 3).

Poiché & v = /2 +5+ 9 = 4, il versore di V risulta

Le operazioni algebriche con i vettori

s IEE Dati due vettori 7/ e
omma o e -

v'", & sempre possibile rap- B o c
presentarli mediante due segmenti orientati in modo 7 R 5
che il secondo estremo del primo segmento coincida v v
con il primo estremo del secondo (fig. 10)

- A D
— — v
v'=AB;, 7"=BC .
Figura 10
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—
Resta cosi definito un terzo vettore 2" = AC, che dipende da 7"’ e 7" e che si dice somma dei due

vettori dati

7 — 7/ _I_ 7 n
Come possiamo osservare dalla figura 10, per fare la somma di due vettori dati, 7"’ e 7", possiamo
applicare la seguente regola del parallelogrammo: rappresentiamo i due vettori mediante due seg-
menti orientati aventi la stessa origine A

7'=AB: 7" =AD

Completiamo quindi il parallelogrammo individuato dai due segmenti AB e AD. La diagonale AC del
parallelogrammo ABCD rappresenta il vettore somma 2 = "' 4+ 7",

Se 7' e 7" sono due vettori del piano noti me- y
diante le loro componenti cartesiane (fig. 11), B
sappiamo che ¢ possibile rappresentarli con Vylrmmmm e i
due segmenti orientati ‘ A - S
— — VylmT T g S
7'=04 ¢ 7"=0C R4 g S
" |
aventi il primo estremo nell’origine degli assi car- N Vas 7@ |
tesiani, dove A(v} ; v}) e C(v] ; v). Per deter- Ay v 6 By
minare le componenti v, e v, del vettore somma O vy Vi Vx X
', calcoliamo 7"/ 4 7" con la regola del paral- Figura 11

lelogrammo. Poiché OA e CB sono segmenti paralleli e congruenti, saranno congruenti anche le loro
proiezioni sull’asse delle ascisse: OA; =2 C;By. Percio (fig. 11)

OB; =0C; +CB; 2 0C; + 0OA; — v, IU;—I-Z)Z

Analogamente si puo dimostrare che v, = v +v7.

Dunque si ha che (0, 0))+ ()5 0)) = (v, +ovy; 0, +0]) (1)

Conclusioni del tutto analoghe si ottengono anche nel caso in cui 2"/ e 7" siano vettori dello spazio
A no.oom, N (! n. o1 "o "
(Ux, Z)y, Z)z)-l_(vx ) Z)y ) Z)z) - (Z)x-l_yx ) Z)y-l_vy I Z)z-l_yz) (2)

Riassumendo: le componenti cartesiane della somma di due vettori (del piano o dello spazio) sono la
somma delle componenti corrispondenti dei due vettori dati.

Infine, rileviamo che, come il lettore puo facilmente verificare, la somma di un qualsiasi vettore con il
vettore nullo & uguale al vettore dato:

4+0="7

Dunque, 7/ vettore nullo non muta i vettori con cui viene sommato: esso & /’elemento neutro rispetto
alla somma tra vettori.

Osservazione. In fisica la somma di due o pili vettori che rappresentano delle forze ¢ detta risultante.
L’applicazione di due o pit forze a un punto materiale produce lo stesso effetto dell’applicazione, a
quel punto, di una sola forza, uguale alla risultante delle forze date.

E evidente che, considerando la risultante anziché le singole forze, risulta notevolmente semplificato
lo studio di molte situazioni.
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Kl V' e V"’ sono due vettori del piano. EV/ = (1; \/§), mentre V" ha modulo 2+/3 e forma
con la direzione positiva dell’asse delle x un angolo di 150°. Determinare modulo, direzione e

T
versodi vV =V'+ V",

Calcoliamo per prima cosa le componenti di V. Si ha

v =2v/3 cos 150° = —3; vl =2v3 sen 150° = V3
e quindi V" = (=3; v/3).
Percio V.=V '+ V"= (1-3;v3+V3)=(-2;2V3).

2 2
Dunque v = /(=2)° + (2v/3)" =
Per determinare direzione e verso di v, calcoliamo I’angolo ¢ da esso formato con il semiasse

-2 1 2\f f

positivo delle ascisse; si ha cos ¢ = Ty eseny= = —— Quindi & p = 120°.

Siano V/=(-5;3; 1) e V”=(3; —1; —1). Determinare un vettore V tale che
-/ V —

Siavra vy +(=5)=3, v, +3=—-1,v,+(-1)=—1,dacui vy =8, vy = —4, v, =0.
Il vettore cercato & percido vV = (8; —4; 0).

Modvulo BEEY Se 7' e w sono due vettori le cui rette formano tra loro un angolo

della somma convesso ¢, ¢ possibile calcolare il modulo della loro somma. Siano (fig. 12)

di due vetiori

—AB, W=AD, T+uW=AC (3)

dove AC ¢ la diagonale del parallelogrammo individua- D C
to dai segmenti AB e AD.

Detto 1) 'angolo ABC, essendo ¢ e 1 angoli coniugati 3

interni formati da rette parallele tagliate da una trasver- v

sale, si ha ¢ = 180° — ¢. Applicando il teorema di Car-
not al triangolo ABC, si ottiene A v B

AC? = AB?> +BC? —2AB - BC - cos ¥ Figura 12

da cui, essendo cos ¥ = cos(180° — ¢) = —cos p, BC = AD, si ha, tenendo presente le (3),
|7+ W|? = 0> + w® + 2vw cos (4)

cioe

|7+ @] = Vo2 + w? + 20w cos

KR | vettori @ e b formano un angolo di 45° e i loro moduli sono a =3, b = /2. Calcolare il
modulo della loro somma.

Applicando la (4), si ha subito
— 2 2 2 o V2
[a+ bl"=3 +(\/§) +2-3-v/2 cos 45 :9+2+6\/§T:17
=V17.

Percio |a + b
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Due vettori vV e W hanno modulo, rispettivamente, v = v/3, w = 7 e il modulo della loro
somma & v/73. Determinare I’angolo formato da V' e w.

Dalla 4) siha +73%2=+32+72+2-+/3-7 cos ¢, da cui si ricava

cos 73 =52 cos 3 -~
= = = — =

Y] L 4

e Sia 7’ un vettore e o un numero reale (cio¢ uno scalare; si veda il

di un vettore paragrafo 2).

per uno scalare | Y Definiamo prodotto del vettore 7 per lo scalare o, e lo indichiamo con
a7, il vettore che ha la stessa direzione di 7", per modulo |a|v e per verso
quello di 7" o quello opposto, secondo che « sia positivo o negativo.

/

. - . -2 . N
Sia 7" = OP un vettore del piano xOy e 7"’ = v’ = OQ. Supposto a > 0, si avra, in base alla de-

finizione appena data,
v =aw )

Dette H e K, rispettivamente, le proiezioni ortogonali sull’asse delle x dei punti P e Q (fig. 13), i due
triangoli rettangoli OHP e OKQ risultano simili e quindi

OK OH v

00~ 0P v b

I
X Ux

Da quest’ultima uguaglianza, tenendo conto della (5), si ottiene

, Qv )
v, = ; — U, =,
y y
a>0
a<0
IP
7 i
v |

Vi H

X K. @) vy X
i
: >
1 \
|
|
|
Q Figura 13

Analogamente, sara

KQ HP ,

= =— —v, =av

00 OP y Y

Il lettore puo dimostrare, per esercizio, che le relazioni ricavate sono valide anche nel caso in cui
sia & < 0. Se fosse o = 0, il vettore a7, dovendo avere modulo nullo, coinciderebbe con il vettore
nullo.

Le conclusioni ottenute si possono estendere anche ai vettori nello spazio.
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Possiamo percio affermare che le componenti del prodotto di un vettore V' per uno scalare o sono
uguali alle componenti di v moltiplicate per o

avy; Z)y) = (awy; avy) (6)

alvy; vy; v) = (awy s oy 5 awy)

. —_ —_ . . . . .
Sia " un vettore e 2 il suo versore. Le relazioni tra le componenti di un vettore e quelle del suo
versore (paragrafi 10 e 11) si possono cosi riscrivere

’

— Ux Uy 1 1_, — —
w=|—;=|==(x;0)=-7 — V =vw
v v v v

Quindi 7 versore di un vettore dato si ottiene moltiplicando questo per il reciproco del suo modulo e
quindi, ogni vettore é uguale al prodotto del suo modulo per il suo versore.

5
K Sia vV = (3 5 —7; Z) Determinare il vettore —2 V.

Siha -2V = (-2-3; (=2)-(=7); (-2)-%) = (—6; 14; —%>

Sia V = (=v/5; 5; —/10). Determinare il versore W di V' ed esprimere quindi V' come
prodotto del suo versore per uno scalare.

Sihav=+5+25+10= 40 = 2v10.

Percio
-1 ( V5 5 \/1o> . (ﬁ 10 1)
W =— = | — 5 5 = = WeE|lmmmm ) ——=5 ==
v 2v/10  2v10 2v/10 4 4 2
2 V1 1
Siavra quindi V=v-w = 2\/10<—§ e TO : —?>, rittovando cosi
V =(=V5;5; —V10)

B Le operazioni fin qui definite godono delle seguenti proprieta.

Proprieta delle RN . o . e
ano ', v, w tre vettori qualsiasi e a ue generici numeri reali:
Siano %', v', W tre vettori qualsiasi e i, 3 d nerici numeri reali

i veftori 1. proprieta commutativa della somma
U+ =7+7

2. proprieta associativa della somma
U+ +W) =T +0)+ W
3. proprieta associativa del prodotto di un vettore per uno scalare
(aB)V = a(f7)
4. proprieta distributiva del prodotto della somma di scalari per un vettore
(a+B)7 =av + 57
5. proprieta distributiva del prodotto di uno scalare per la somma di vettori
oW +7)=ad +a?
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Tali proprieta si possono facilmente dimostrare ricorrendo alle componenti cartesiane dei vettori. In
tal modo esse divengono delle immediate conseguenze delle proprieta delle operazioni tra numeri
reali. Dimostriamo, a titolo di esempio, I'ultima delle proprieta enunciate, per i vettori di un piano.

Siano @ = (us; uy) e U = (vy; vy). E allora

U = (ty+ 0y 5 uy+vy)

= (auy +vy) 3 o(uy +vy))

cio¢

) = (o + vy 5 auy + owy) (7)

D’altra parte si ha
— —
o = (auy; any) e oV = (avy; awy)

da cui
o +av = (o, + oy ; auy + o) (8)

Confrontando la (7) con la (8), otteniamo

W +7)=ad +a? cv.d.

Verificare che
off(V' + V") +9V = (B +1)V '+ () V"
Si ha infatti, per le proprieta 5 e 1,
BV + V") +AV =V + V" +4V ) =a(BV +yV + BV
Per la proprieta simmetrica dell’'uguaglianza applicata alla proprieta 4, si ha
BV +4V' +BV")=a|(B+7)V' + BV
Infine, ancora per la proprieta 5 e per la 3, letta da destra verso sinistra, si ha
o(B+NV'+BV"T=alB+N)V]+a(BV") = (a(f+7))V' + (aB)V"
Per la proprieta transitiva dell’uguaglianza, concludiamo che e
aB(V'+ V") +9V = (a(B+ 1)V + (af) V"

e la relazione data risulta cosi verificata.

w
[
g
w
-
-
:
w
-]
-
g

Possiamo concludere che se dobbiamo sommare piu vettori dati, applicando successivamente la re-
gola del parallelogrammo, per ottenere il vettore somma basta riportare dall’estremo del primo vet-
tore un segmento equipollente al secondo, dall’estremo del vettore cosi ottenuto un segmento equi-
pollente al terzo e cosi via fino a esaurire tutti i vettori dati. A questo punto, congiungendo I'origine
del primo vettore dato con I'estremo dell’ultimo vettore ottenuto, otteniamo il vettore risultante ri-
chiesto.

Osservazione L 16 Notiamo‘ \che, gra}zie alla proprieFé associaFi\{a, pos\sia!no indicar; 1:\1
sulle proprieta somma di tre o pill vettori senza far uso di parentesi: in virtu di tal_e proprieta
Il non v’¢ pericolo di ambiguita. Inoltre, per la proprieta commutativa, possia-
e associativa mo mutare a nostro piacere 'ordine dei vettori da sommare, senza influire
della somma sul risultato.

TEORIA

Percio la somma di un numero qualsiasi di vettori si puo eseguire considerando
1 vettori da sommare in qualunque ordine e associandoli in qualunque modo.
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Osserviamo che la situazione ¢ del tutto analoga a quella che si presenta con le operazioni aritmetiche

di somma e prodotto.
Inoltre, come si puo facilmente verificare, le componenti della somma di piu vettori sono la somma

delle componenti corrispondenti di ciascun vettore.

y y
w2
v O
X
ﬁ
- v
vl
= B
\%
V3
X _)
O vl
- v
v —_—
—_—
- /
%
v4 Figura 14 v2

Infine, volendo rappresentare geometricamente la somma di pit vettori, si puo facilmente generalizzare
il procedimento descritto all'inizio del paragrafo 12 (si veda la figura 14 dalla quale si puod anche con-

statare che vale, per la somma di vettori, la proprieta commutativa: v = o'+ 22+ 77 + 04 =
=P+ T+ V4T,

Siano V! = (=33 5), V2= (=2; 1), V3 = (1; —6), V* = (2; 0).
Calcolare V=V '+ V2 4+ V3 4+ V4

il T=7't T LT LT =(=3=-24142:3=1=064+0)=(=2: —2)

Verificare poi sia algebricamente, sia graficamente che, per esempio, come e stato fatto nella fi-

gural4,siha V' 4+ V24 V34 V4=V34+ V4 4+ V2L V!

¥4 ) Chiamiamo vettore opposto di un vettore 7', e lo indichiamo
Vettore e L. . Aaive
opposto con — 7/, il vettore che ha modulo e direzione uguali a quelli di 7", ma verso
opposto (fig. 15).
=t -3 . . N
Se 7 = OA e -7 = OB, ¢ owvio che il punto B sara il y
simmetrico, rispetto a O, del punto A. Percio le com- L JA
ponenti di — 7" sono opposte alle corrispondenti com- > :
ponenti di 7. In particolare, se v = (v ; v,) & un vet- Y |
. . X |
tore del piano, si ha I 5 S
— by
—v = (-vx; —vy) ©) !
& —V,
N . y .
mentre, se ¥’ = (v, ; v, ; v,) & un vettore dello spazio, B Figura 15
si ha _
—V = (ve; vy 1) (10)

E immediato verificare che la somma di un vettore con il suo opposto ¢ il vettore nullo

Y+ (-7)=0 (11)
Infine, osserviamo che I'opposto del vettore nullo ¢ il vettore nullo stesso
0=0
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K ) La differenza tra due vettori & la somma del primo con I'opposto

Differenza del secondo

di vettori

VT =T 4 (=7 (12)

Se 7" e 7" sono espressi mediante le loro componenti cartesiane, la loro differenza & un vettore le
cui componenti sono le differenze delle componenti corrispondenti di 77" e """,

Infatti dalla (12), tenendo conto della (9), si ha

V=T =0 v+ (-0l )
cioe
V=0 = vl vy —0))

Analogamente si ha, se 2 e 7" sono vettori dello spazio,

— =0 n.o noo "
V= =0, v o, —vy 0, —0))
Se¢ v =7v"'— 7", tenendo conto della (12) e sommando poi a entrambi i membri il vettore 7",
otteniamo

7 _ 7)/ _I_ (_7//) N

ossia, per la (11) e ricordando che il vettore nullo & I'elemento neutro rispetto alla somma, otteniamo

V+7" =740 — T +7"=7" (13)
La (13) si puo cosi interpretare: la differenza di due vettori é un vettore che, sommato al secondo, da
come risultato il primo vettore.

Questa considerazione ci permette un’altra costru-

: — = =
zione del vettore v =72 — ",

. _> % . .
Siano 77 = OA e 7" = OB (fig. 16) i due vetto-
ri di cui si deve determinare la differenza. Con-
giungiamo B con A e consideriamo il vettore
BA': esso risulta la differenza 7" dei due vettori
— —
Ve,
. %N . -
Infatti, com’¢ evidente, la somma del vettore OB
. — N . bt PN
con il vettore BA da i vettore OA (cioé

—_— = —
OB + BA = OA) e quindi si ha

a—@:ﬁéy/—;)”:ﬁ Figura 16

Evali

Kl Siano V' =(-5;3;0); V"= (-1;3; —2). Determinare V' — v

(
Siha V' —V"=(=5-(=1);3-3;0—(=2))cioe V! - V" =(-4;0; 2).

Sia V/=(15; —3) e V" = (3; 28). Determinare un vettore V tale che V! — V = V",

Siavra 15—vy,=3 e —3—v, =28 da cui vy =12 e v, = —31. Il vettore cercato e percio
vV =(12; -31).
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BT Vogliamo introdurre un utile strumento per la rappresentazione dei
vettori: i versori fondamentali. Limitiamoci dapprima a considerare i vettori
di un piano, in cui sia prefissato un riferimento cartesiano. Sia X un versore
avente la stessa direzione e lo stesso verso dell’asse delle ascisse e ¥ un versore avente la stessa di-
rezione e lo stesso verso dell’asse delle ordinate (fig. 17).

Versori
fondamentali

Com’é owvio, adoperando le componenti cartesiane di X e ¥’ risulta
X=(1;0, ¥=(0;1) (14)

I versori X e y cosi definiti si chiamano versori fondamentali del piano.

Sia 7" = (vy ; vy) un qualsiasi vettore del piano e siano 7'y = (v, ; 0), vy = (0; v,) i vettori com-
ponenti di " secondo, rispettivamente, 'asse x e I'asse .

Osserviamo che & 7" = 7', + 7; infatti, per quanto visto nel paragrafo 12 a proposito delle com-
ponenti cartesiane della somma di due vettori, si puo scrivere

Pty = (05 0+ 05 0) = (140 0+0) = (i 1)) = 7

z
y

%
N Z
y -

> X % ? y
O X
X
Figura 17 Figura 18

Quindi, essendo ¥ = ¥, + 7, si ha
V=504 05 0)= (0,150,004 (05 0, 1)
e, per la (6), letta da destra verso sinistra, risulta quindi
YV =0,(1;0)+0,(0; 1)

e ciog, per le (14),
v =0,X+0,y (15)

Consideriamo ora i vettori dello spazio. Fissato un riferimento cartesiano nello spazio, siano X e y’
due versori definiti come nel caso precedente e sia z un versore avente la stessa direzione e lo stesso
verso dell’asse z (fig. 18).

Utilizzando le componenti cartesiane di X, y, 7z, si ha

X=(1;0;0), y=(0;1;0), Z=(0;0;1) (16)
I versori X, ¥, z cosi definiti si chiamano versori fondamentali dello spazio.
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Sia ora 7" = (1 ; vy ; v;) un qualsiasi vettore dello spazio. Si ha che
V=i vy;0)=(0x;0;004+0:0;0+(0:0;0,) =
=0,(15050)+25(0; 1; 00 +2:(0; 05 1) =X + 0,y + 0.7
cioé
-
v

=X +0,y +0,7 (17)

La (15) e la (17) si possono cosi esprimere: gualsiasi vettore puo essere espresso come combinazione
lineare dei versori fondamentali.

Si noti che, grazie all'introduzione dei versori fondamentali, I'espressione (17) puo essere utilizzata
per indicare un generico vettore, senza specificare se si tratta di un vettore del piano o dello spazio:
bastera ricordare che se " ¢ un vettore del piano sara necessariamente v, = 0.

Kl Esprimere ciascuno dei vettori
V'=(5;3), V2=(-3;1), V3=(0;6), V*=(-V2;0)

come combinazione lineare dei versori fondamentali.
Si ha
=5x 43y, VI=-3X+Y, Vi=6y, Vi=-V2X

Esprimere i vettori
V'=(3;-5;-V5), V?’=(0;-3;2), V’=(0;6;0)

come combinazione lineare dei versori fondamentali.
Si ha
V'=3X -5y V57, VI=-3y+27Z, Vi=6Y

<l

Siano U = —X +2y — 37,
Si ha

=5X -y, W=2y +67.Calcolare 27 —3V + W

20U -3V4HW=2(-X+2y -37Z)-35X - y)+2y +6Z =

e ey

=-2X+4y -6Z — 15X +3y +2yY +6Z = -17x + 9y

w
[
g
w
-
-
-
w
-]
-
g

Si noti che nell’esempio 3 i calcoli sono stati svolti applicando le stesse regole dell’ordinario calcolo
letterale. Grazie ai versori fondamentali, un’espressione vettoriale, ossia un’espressione in cui siano
indicate le operazioni di somma e differenza tra vettori e il prodotto di un vettore per uno scalare,
puo essere trattata con le note tecniche del calcolo letterale.

TEORIA

Prodotto scalare tra due vettori

X Vogliamo ora definire il prodotto scalare tra due vettori; esso differi-
sce sostanzialmente dalle operazioni fin qui incontrate. Si tratta infatti di
un’operazione il cui risultato non appartiene all'insieme dei vettori, ma ¢
un numero reale. Il prodotto scalare, quindi, non & un’operazione interna nell'insieme dei vettori.
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B Si dice prodotto scalare di due vettori 7', 0 e si indica con
N —
v-w

(si legge “v scalare w”) il numero reale che si ottiene moltiplicando il prodotto dei moduli dei due
vettori per il coseno dell’angolo convesso ¢ da essi formato

VW =ow cos ¢ (1)

Si noti che in alcuni testi il prodotto scalare tra 2" e 7 ¢ indicato con 7" x w.

Poiché & v w cos p = v(w cos ) = w(v cos p), ricordando quanto detto nel paragrafo 6, si potra
anche dire che 2/ prodotto scalare di due vettori ¢ uguale al prodotto del modulo di uno di essi per
la componente dell’altro vettore rispetto al primo.

Osservando la (1), possiamo affermare quanto segue.

— Il prodotto scalare di due vettori non nulli & positivo se e solo se 'angolo ¢ da essi formato ¢ acuto
(infatti ¢ in tal caso cos ¢ > 0).

— 1l prodotto scalare tra due vettori non nulli € negativo se e solo se 'angolo ¢ da essi formato ¢
ottuso (perché allora si ha cos ¢ < 0).

— Il prodotto scalare tra due vettori non nulli & nullo se e solo se i due vettori sono perpendicolari (¢
infatti o = 90° e quindi cos ¢ = 0).

Inoltre 7 prodotto scalare tra due vettori paralleli ed equiversi é uguale al prodotto dei loro moduli. In-
fatti in tal caso si ha ¢ = 0, cioé cos ¢ = 1, e quindi vw cos ¢ = vuw.
In particolare 7/ prodotto scalare di un vettore per se stesso ¢ il quadrato del suo modulo

— — 2
Vv =0
Concludiamo osservando che, essendo —1 < cos ¢ < 1, dalla (1) si ha

—

N
—mw<v-w<ow

. . - — N o s .

La prima uguaglianza, 7" - 2 = —uvw, puo valere solo se cos p = —1 — ¢ = 180°, cioé se i due vet-
. . o . . . . — — N

tori hanno direzioni parallele e versi opposti. La seconda uguaglianza, v" - & = vw, puo valere solo

se cos p =1 — = 0° cioe se i due vettori sono paralleli ed equiversi.

Kl | vettori V e W formano un angolo di 60° ed & v =2, w = 3. Calcolare il loro prodotto

scalare.

1
Sihav.W:2.3-cos6o°:2-3.7:3.

| due vettori V' e W hanno moduli, rispettivamente, v/3 e 3 e il loro prodotto scalare vale

9 . .
= Determinare I’angolo da essi formato.

9
vowoo 2 V3
W,ClOGCOS(pzi——

V3.3 2

Ricordando che per angolo tra due vettori si intende |’angolo convesso formato dalle loro rette,
si ha ¢ = 150°.

Dalla (1) si ha cos ¢ =

Osservazione. Il prodotto scalare ha notevoli applicazioni in fisica. Accenniamo a una tra le piti im-

portanti: il lavoro compiuto da una forza F, quando il suo punto d’applicazione subisce uno sposta-

— - —
mento §, ¢ dato dal prodotto scalare F - §.
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Proprietd YR 11 prodotto scalare tra vettori gode delle seguenti proprieta.
H
del prodotto Siano @', b, ¢ tre vettori quasiasi e v un numero reale; si ha che
scalare NN
.74-b=0b-7 (proprieta commutativa)
— —
2(+b)-T=7a-T+b-7 (proprieta distributiva)

— — —

5. (@d)- b =7 (ab)=a(d b)

La proprieta commutativa discende immediatamente dalla definizione. Dimostriamo la proprieta di-
stributiva lasciando la dimostrazione della terza proprieta come esercizio per il lettore.

Indichiamo con 4., b.,(a+b),, rispettivamente, le compo-

o
— —

nenti dei vettori @, b, @ + b, rispetto al vettore ¢ . Si de-

duce allora, esaminando la figura 19, che &

(a+8), =a: +b )

Ricordando che il prodotto scalare tra due vettori ¢ il prodot-

to del modulo di uno dei due vettori per la componente del- i ac be
I'altro vettore rispetto al primo, si ha i (a +b),
(T+5) T =c(a+b),=(a+b), ¢
Figura 19
da cui, per la (2), ¢
(7+?)-?= (ac+b£)c=acc+b€c:7-?+?-?

e quindi

(@+8)T=7-T+b-¢ cvd.

Osserviamo che, per la proprieta commutativa, la proprieta distributiva si puo riformulare cosi
— —

i+b)="C-T+7C-b

Infine, la terza proprieta si puo generalizzare cosi

(a7)-(BB)=a[@ - (B) =aB(7 - b)

Si noti che le proprieta 2 e 3 consentono di ridurre il prodotto scalare tra due espressioni vettoriali a
una somma di prodotti scalari. Per esempio

(@7 +06) (WC+6d)=ad-(yC+6d)+8b (T +6d)=
— (T T) +ab(T@-d)+ (B -T)+ 55(5 -

Espressione ¥ Siano ae b du(? vettori dello spazio c_he, per quanto_detto n_el para-
cartesiana grafo 19, possiamo esprimere come combinazione lineare dei versori fonda-
del prodotto mentali X, 7y, Z
scalare _

7 =a,X+ay +a7; b=bX+by+b7

© 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara



21

Eseguiamo il prodotto scalare dei due vettori; ricordando le proprieta del prodotto scalare, avremo

T b= (X +a7 +a7) (bX +bY +b7) =

=40, X X +a.b,X -V +a,bX -7 +a,by X+ ()
+a,b,y Y +ab,y 7 +ab 7 X +ab7 Y +ab7 7

Ma si ha

- — —

X- Y=y -Z=17-X=0 (perché vettori perpendicolari — cos ¢ = 0)
Y Y =7 -7 =1 (perché vettori paralleli ed equiversi di modulo 1 — cos ¢ = 1)
Quindi la (3) diventa

—

7 b =ab+ab,+ab, ()

La (4) ci permette di concludere che il prodotto scalare tra due vettori é la somma dei prodotti delle
loro componenti cartesiane corrispondents.

.
Naturalmente, se @’ e b sono vettori di un piano prefissato, cio¢ 2, = 0 e b, = 0, essendo
— — — - - —
a4 =a.X +a,y; b =bX+b)y
la (4) si riduce a

76 = b+ b, (5)

KB Verificare che sono perpendicolari i vettori
V=2X+42y -7 e W=3X-2y+27

Ricordando che, per quanto detto nel paragrafo 20, due vettori sono perpendicolari se e solo
; N : - —
se il loro prodotto scalare e nullo, si deve calcolare v - w.

Sihachee V-wW=2-3+2-(=2)+(=1)-2=0.
Si deduce che V' e W sono perpendicolari.

Calcolare la componente del vettore @ = —9X + 3+/37y rispetto al vettore

—

b=(6+VvV2)X +(V6-V2)y
Detto ¢ I'angolo convesso formato dai due vettori e detta a, la componente di a rispetto al

—
vettore b, si ha
ap = a cos ¢ (6)
7 b 7. b

Poiché cos ¢ = %’ si ha dunque, sostituendo nella (6), a;, = b

Essendo

2. = 964 VD) + V36— V2 = 12v6 e b=1/(6+ V2 + (Vo vaF =4
si ha quindi

:ﬂ:_3\/€

dp 4
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Prodotto vettoriale tra due vettori

H
Definizione XA DX Siano 7 e b due vettori, nel piano o nello spazio che formano un
_)
di prodotto angolo ¢. Si dice prodotto vettoriale tra i due vettori @ e 5, e si indica con
vettoriale -
axb

(tale scrittura si legge “a vettore 4”), il vettore ¢ cosi definito:
1) ¢ ha modulo ¢ = ab sen y;

_
2) la direzione di ¢ ¢ perpendicolare sia al vettore 7 sia al vettore & ;

3) il verso di ¢ ¢ definito nel modo seguente (regola della vite). Si immagini una vite destrorsa che si
avviti ruotando nello stesso senso della rotazione che il vettore @ deve compiere per assumere la stes-

sadirezione di Zo descrivendo I'angolo convesso . Il verso di ¢ & quello secondo cui tale vite avanza.

Occorte tenere presente che su alcuni testi il prodotto vettoriale tra Teb puo essere indicato con

TAD.
Per comprendere meglio questa definizione, f
rappresentiamo i due vettori mediante due

segmenti orientati @ = OA e b = OB, N

aventi il primo estremo in comune. ¢

Se tali segmenti si trovano su una stessa retta,

avendosi ¢ = 0° oppure <p = 180O e qu1nd1 N 2

sen =0, il vettore ¢ =7 x b avra mos O B
dulo ¢ = 0. In questo caso, dunque, @ x b 2 ¢

¢ il vettore nullo (paragrafo 5), di cui non A

.. . . Figura 20
ha senso definire direzione e verso. ‘av

Se invece OA e OB non si trovano sulla stessa retta, i punti O, A e B non sono allineati, percio per essi
passa uno e un solo piano. La direzione di ¢ = 7’ x b quella perpendicolare a tale plano (f1g 20).
Per individuare il verso di ¢ si pud anche ricorrere alla regola della mano destra: il verso di ¢ ¢ quel-

_)
lo indicato dal medio di tale mano quando il pollice indica il vettore @ e I'indice il vettore 4 e il
medio ¢ disposto perpendicolarmente al piano della mano stessa.

Osservazione. Il prodotto vettoriale ha delle notevoli applicazioni in fisica.
Accenniamone due tra le piﬁ importanti.

Se O e A sono due punti e Fe - una forz forza applicata nel punto A, il momento di tale forza rispetto a O

¢ dato dal prodotto vettoriale OA x F (fig. 21).
Se una particella dotata di carica elettrlca ¢ si muove con velocita 7’ in un campo magnetico B su di

essa agisce una forza F= qv x B (fig. 22).

H
— F
m

A

/O
\ «
F

<l

Figura 21 Figura 22
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-
Proprieta XA 1l prodotto vettoriale gode delle seguenti proprieta. Se @', b, ¢ so-
del prodotto no tre vettori qualsiasi e a ¢ uno scalare, si ha che
vettoriale - - C e .

L axb=—(bx7) (proprieta anticommutativa)
— —
2. x(b+7)=dxb+7ax7 (proprieta distributiva)

5. () x b =7 x(ab)=a(Txb)

Il prodotto vettoriale non gode della proprieta associativa, cio¢, in generale

(7x?)x7#7x(?x?’)

BXE 1 Seivettori 7 e b alleli & 0 i & gia d

. . . Seivettori @ e b sono paralleli ¢ sen ¢ = 0, come si ¢ gia detto
Osservazioni 40 _>p ra y =5 com &

sul prodotto nel paragrafo 23, e quindi si ha @ x 5 = 0. In particolare, il prodotto vet-
veHoriale toriale di un vettore per se stesso ¢ sempre il vettore nullo

-, —
axa=0

_)
2. 1l modulo del prodotto vettoriale @ = 7 x b di due vettori non pud superare il prodotto dei
moduli dei due vettori.
Infatti, essendo, per 0 < ¢ < 180°, 0 < sen ¢ < 1, si ha ab sen ¢ < ab e quindi

c<ab

Il segno di uguaglianza in tale relazione vale se e solo se sen ¢ =1 — © = 90°.

1l modulo del prodotto vettoriale di due vettori é uguale al prodotto dei loro moduli se e solo se i due
vettori sono ortogonall.

11 prodotto vettoriale di due versori tra loro perpendicolari ¢ un terzo versore, perpendicolare a en-
trambi.

3. Per definizione, il prodotto vettoriale tra due vettori ¢, esso stesso, un vettore. Contrariamente al
prodotto scalare, il prodotto vettoriale ¢ dunque un’operazione interna nell insieme dei vettori del-
lo spazio. Se invece ci limitiamo a considerare I'insieme dei vettori di un prefissato piano xOy, il

prodotto vettoriale & sempre definito, ma non & un vettore di tale piano; dunque, nell’insieme dei =
vettori di un piano, I'operazione di prodotto vettoriale non ¢ un’operazione interna. £
Espressione BYA Se X, ¥, 7 sono i versori fondamentali nello spazio, in base alla de- >
cartesiana finizione di prodotto vettoriale e all’osservazione n. 3 del paragrafo prece-
del prodotto dente, si ha
vettoriale
XXy =17; Y X7 =X; ITxX=Y (1)
YxX=-7Z; IXy=-X; XXz=-Y (2) g
XX YXT =T xT =0 6 8
otiamo che, in ciascuna delle uguaglianze (1), i tre versori fondamentali sono disposti in ordine al-
Not h delle uguagl (1),it fondamental dispost dine al =

fabetico (xyz) o in permutazioni cicliche di tale ordine (yzx o zxy). Questa osservazione ¢ utile per
ricordare le (1) e, di conseguenza, le (2), che da quelle discendono per la proprieta anticommutativa.
Siano ora

H
7 =a,X +ay +a7 ; b=bX+by+b7
due vettori qualsiasi.
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Tenendo presenti le (1), le (2), le (3) e la proprieta 2 del paragrafo 24, 'espressione cartesiana del
prodotto vettoriale ¢

—)
dxb=@xX+ay+a7)x bX+bY +b7)=

= (ayb, — a,0))X + (a,by — a;b,) ¥ + (axby — a,b,) 7 . (4)

Tale formula ci permette di determinare le componenti cartesiane del prodotto vettoriale di due vet-
tori di cui sono note le componenti cartesiane.

Si noti che se i due vettori @ e & sono paralleli al piano xy, si avra 4, = b, = 0 e quindi la (4) assu-
mera la forma

Txb = (axhy — ayb) 7z

che rappresenta un vettore parallelo all’asse z.

.
KB Siano @ =2X -y +37Z, b=-3X -y +27.

—
Dopo aver calcolato il prodotto vettoriale a x b, verificare che

-,
CcC =
. — c — g
a) il vettore ¢ e perpendicolare ad a' ea b;
b) il modulo di © & ab sen ¢, essendo ¢ I'angolo, da determinarsi, formato dai due vettori a
—
eb.
Applicando la (4), si ha subito
T=X-13y -57 (5)

a) Calcoliamo i due seguenti prodotti scalari:

Eow =20 D ) R () =1

- =

b-¢=(=3)-1+(=1)(-13)+2-(-5)=0

Dunque, ricordando che due vettori non nulli sono perpendicolari se e solo se il loro pro-

< — . . . — -
dotto scalare e zero, € risulta perpendicolare sia ad a siaa b.

o o ’ o . — 0 = 3) . E)
b) Determiniamo |’angolo ¢ formato dai due vettori @ e b. E cos ¢ = b
Essendo ?-B =1, a=+14, b=+/14, si ha
cos ! arc cos !
== — = R
LV : 14

—
Osserviamo che essendo @ - b =1 > 0, ¢ & un angolo acuto e quindi risulta

1\ V19
senp=4/1— 42) = 12

Dalla (5) si ha ¢ = /195 ed &

V1
ab sen p =V 14-V14 . 1:’35 =195

L'uguaglianza ¢ = ab sen ¢ € percio verificata.
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Dati i vettori @ e b, verificare che @ x b risulta sempre perpendicolare ad 7.
E sufficiente mostrare che il prodotto scalare tra @ x b e 7 enullo.
Utilizziamo la (4) per calcolare @ x E), che poi moltiplicheremo scalarmente per 2, ottenendo
(@ x F) - @ = (ayb, — a,by)ay + (a,bx — ayb,)ay + (axby — a,by)a, =
= axayb; — abya; + braya, — axayb; + abya; — baaya, =0
Il lettore pud verificare, per esercizio, che & anche (@ x B)) -’b =0 e concludere cosi che

— — N . —
a x b e perpendicolare anche a b.

Espressione (27 | Utﬂiz;ando 11 linguaggio rgatriciale, l’gspressiqne cartesiana del pro-
matriciale dotto vettoriale puo essere posta in forma di determinante:
del prodotto % 4 b
vettoriale I N o
axb=\|y a b (6)
7z 4, b,

Infatti, sviluppando formalmente tale determinante, ad esempio con la regola di Sarrus illustrata nel
paragrafo 14 del capitolo sulle matrici, otteniamo

ay by

a, by|=a,b,X +a.b,7 +ab.y —a,b7 —a.b,y —a.b,X =

N <] ]

a, b,
= (ayb; — a:0)) X + (a0 — a:b) Y + (a:0y — a)b,) 7

Osserviamo che quello che figura nell’espressione precedente ¢ un determinante solo in senso for-
male: infatti gli elementi della prima colonna sono vettori, non numeri. Cio non toglie che, se si svi-
luppa tale determinante seguendo le regole note, si ottiene un’espressione che rappresenta un vettore
e tale vettore coincide con il prodotto vettoriale dei due vettori dati; possiamo quindi affermare che
vale la (6).

Calcoliamo il prodotto vettoriale dei seguenti vettori:
X -2y +37Z; —-X+3y-47

Detti V1 e V/; rispettivamente il primo e il secondo vettore, utilizzando la notazione matriciale
possiamo scrivere

X 1 -1
VixVa=|yY -2 3|=8X+3Z+3y-27-9X+4y=-X+y+7Z
Z 3 —4

© 2012 De Agostini Scuola SpA — Novara

Vettori

TEORIA




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


